Az alabbi iras a Ruzsa Imre emlékkonferencian, 2009. szeptember 18.-an elhangzott
eléadasom szdovege.

Ezt a cikket 2010. januar 4.-én kiildtem Mekis Péter korlevelére valaszul, melyben felkéri az
eléadokat, koztiik engem is, hogy kiildjék be eldadasuk szoveges valtozatat abbol a célbol, hogy a
konferencia szervezd bizottsaga azokat a Vilagossag c. folyoirat kiillonszamaban megjelentesse. A
bekiildott cikket 2010.07.20.-an kelt emailjében Maté Andras, mint a Vilagossag e témaban egy
személyben felelds szerkesztéje, elutasitotta.

A konferencia honlapjan az absztrakt: http://phil.elte.hu/ruzsaconf/pdf/34%20geier.pdf

A bekiildott absztraktban megadtam néhany hivatkozast is, de ez értheté okokbol a konferencia
honlapjarol lemaradt.

Pétolom az egyiket: http://www.geier.hu/Cantor/Cantor_rovid.htm

A szervezOk ennek ismeretében fogadtak be az eladasomat.

Minden jog fenntartva. Ez az iras a szerzo irasbeli beleegyezése nélkiil nem masolhato,
nem sokszorosithato, nem terjeszthetd, sem részben, sem egészben.

Az oldal linkelheté.

Idézés esetén az irodalmi hivatkozasok szabalyainak betartasa szigori kévetelmény.

A bekiildott cikk:

Szemantikai értékrés Cantor édenkertjének égboltjan —
avagy mi az, amit megmentett Hilbert?
Geier Janos
2010. januar 4

Mottd: Az élet egy jaték.
Az elsé jatékszabaly: komolyan kell venni.
Paul Watzlawick

Bevezetés

A halmazelmélet axiomatizalasanak vezéralakja Hilbert volt. Ruzsa [1, p176] szerint "Hilbert
semmiképp sem akart lemondani Cantor transzfinit matematikajardl....". Masutt Ruzsa [1, p183] ezt
irja: "A halmazelmélet axiomatizalasanak természetes célja, hogy az antinomidk kikiiszobolése mellett
a naiv halmazelmélet értékes részébdl minél tobbet megmentsen.".

Az "értékes rész" nem mas, mint a Cantor-féle 4tlos eljaras (diagonalizacio) és az azon alapulo
hatvanyhalmaz tétel. Megmenteni csak azt lehet, ami el6tte mar 1étezett, igy jogosan vetheto fel a
kérdés: az un. "naiv halmazelmélet" keretein beliil hibatlan-e a Cantor féle hatvanyhalmaz tétel
bizonyitasa? Itt arra a gondolatmenetre utalok, e témaval foglalkozé tankdonyvben megtalalhatunk,
példaul Ruzsa [1, p147], és amely tartalmilag azonos Cantor eredeti gondolatmenetével.

Eldadasomban virtuélis id6utazasra invitalok az 1890-es évekbe, amikor megjelentek a halmazelméleti
antindbmiak éppen a nevezett gondolatmenet parafrazisaiként, és még nem volt se Zermelo-Fraenkel
féle, se egyéb halmazelméleti axiomarendszer, de volt egy egységes konszenzus arrdl, amit a magam
részérdl szeretnék igy nevezni: Természetes Matematikai Gondolkoddsmodd. Ennek fényében
kimutatni szandékozom: a Cantor hatvanyhalmaz tétel bizonyitasanak tankonyvi, "naiv"
gondolatmenete hibas, mert az indirekt levezetésnek egy adott pontjan nem veszi figyelembe az ott
fellépd szemantikai értékrést.

Mindennek egyenes kdvetkezménye, hogy Hilbert nem mentett meg semmit, mert nem volt mit
megmentenie. Ellenben Zermeloval, Fraenkellel és masokkal egyiitt, " ..egy 01j, mas vilagot



teremtett". Tette ezt talan azért, mert "Szerinte az olyan idedlis matematikai elemek bevezetése, mint a
végtelen halmazoké, a teremté matematikai gondolkodas dicsésége. ..." Ruzsa [1, p176]

A Cantor féle halmazelmélettel szembeni kritikak

A halmazelmélet megalkotoja Georg Cantor (1845 — 1918) Munkassaganak fobb allomasai: 1874 az
els6 halmazelméleti cikk, 1884 jorészt elfordul a matematikatdl, utolso cikkei: 1895, 1897.

Cantort kezdett6l fogva erds kritika érte. E18szor tanaratol Leopold Kroneckert6l (1823 — 1891) aki
akadalyozta cikkeinek megjelenését (0gy gondolta, hogy amit Cantor tesz, az minden, csak nem
matematika: talan filozofia vagy teoldgia), majd Henrti Poencare (1854 — 1912) egyenesen ,,az ifjusag
megrontojanak” nevezte.

Ruzsa[1, p. 176] szerint ,,A XIX sz. végén, XX. szazad elején megjelentek az antindmiak”. Cesare
Burali-Forti (1961 — 1931) antinomidja 1897-ben jelent meg, Bertrand Russell (1872 — 1970)
antinémiaja 1902-ben, késébb (1919) Russell kitalalta a népszerii ,,borbély” antinomiat. Sok egyéb
antindmia is ismert.

Az antindmidk megjelenése is a Cantor elmélet kritikaja.

Az idézett miibol attekintést nyerhetiink az antinomidk feloldasara kialakult harom 6 iranyzatrol:
* Intuicionizmis (Brower)
* Logicizmus (Russell- Whitehead)
*  Formalizmus (Hilbert, Zermelo Franekel stb.)

Els6 ketto tagadta a végleten halmazok szamossaganak hierarchidjat, és igy a Cantor elmélet egészét
is.

A vilag egyetemein végiil a hilberti irdnyzat hoditott tért. Ez bekeriilt az egyetemi tananyagokba, és
tovabb fejlédott a maga belsd logikaja szerint. Napjainkban a matematika ,,kotelez6” szemléletmodja a
halmazelméleti megalapozottsadg, ami mar bevonult a kozépiskolaba, az altalanos iskolaba.

Az antindmiak azonban nemcsak ugy ,,megjelentek’: alkotds nincs motivacié nélkiil. Mi motivalhatta
Russellt, és masokat, az antinomiak megalkotasakor? A Russell antindmia gondolatmenete a Cantor
hatvanyhalmaz tétel bizonyitasanak gondolatmenetével azonos. Ruzsa [1]- b6l megtudhatjuk, hogy
Russellék logikai hibanak tartottak a Cantor féle diagonalizacios eljarast, az abban rejlé erds
onhivatkozas miatt. Ertelmezésem szerint Russell az antindmiait a Cantor hatvanyhalmaz tétel
parodidjanak szanhatta.

A kérdés igy is feltehetd: hogyan lehetséges az, hogy ugyanaz a modszer egyszer antinomidhoz vezet,
masszor tételbizonyitashoz. Tudva azt, hogy az antinomidknak megvan a maguk ,,hivatalos” feloldasa,
mégis tobben megkérdezik: nem lehet, hogy maga a ,,diagoinalizaci¢” a f6 hibaok? Ezt azonban csak
kevesen és kissé félve kérdezik. Ha ugyanis a diagonalizaci6t tartanank hibasnak, délne az egész
cantori elmélet. Napjainkban vilagszinten er6s nyomas van a cantori elmélet megtartasara, melynek
pszichologiai és egzisztencialis okai nyilvanvalok.

Ezzel kapcsolatban figyelemre mélto Hilbert [5, p.191] mondata, melyet 1926 —ban irt le ,,Senki sem
fog minket kizavarni abbol az édenkertbol, melyet Cantor teremtett szamunkra.” E kijelentés a
halmazelméleti antinomidk megjelenése, és a nevezetes 1900. évi hilberti program kihirdetése utan
negyed szdazaddal tortént. Elgondolkoztat6 a nagy idoi eltérés. Ez a mondat cseppet sem matematikai
allitas, sokkal inkabb egy zaszlora tlizott jelmondat. Eszerint a matematika mégsem annyira objektiv,
mit hissziik? Talan a matematika fejlodési iranyaba személyes ambiciok is jelentésen bele tudnak
sz0Ini?

Tovabbi érdekesség Wittgenstein [6] valasza Hilbert idézett mondatara: ,,Ha valaki ezt a
matematikusok édenkertjének tekinti, mas miért ne tekinthetné viccnek?”

Végiil hadd idézzem Neumann Janost [4, p 92-93]. (Alahtizésok és zardjeles megjegyzések télem.)

A tizenkilencedik szdzad végén és a huszadik szazad elején az absztrakt matematika egy vj aga, G.
Cantor halmazelmélete nehézségekbe iitkozott. Azaz bizonyos gondolatmenetek (=pl. Russell



antinémia) ellentmondashoz vezettek; s bar ezek a gondolatmenetek nem tartoznak a halmazelmélet
kozponti és "hasznos" részéhez, és mindig kénnyen megmagyarazhatok voltak bizonyos formalis
kritériumokkal (=Zermelo Fraenkel ax.), mégsem volt vilagos, miért kell 6ket kevésbé
halmazelméletinek mindsiteni, mint az elmélet "sikeres” (=Cantor hatvanyhalmaz tétele) részét.
Eltekintve attol az ex post belatastol, hogy ténylegesen balsikerhez vezettek, nem volt érthetd, hogy
miféle a priori indok, a helyzetnek miféle konzisztens filozofiaja engedheti meg valakinek, hogy
elvalassza ezeket a gondolatokat a halmazelmélet azon részétél, amelyeket meg ohajt menteni.

A Cantor féle halmazelmélettel szemben ma is sok, képzett és elismert matematikus érvel. Egyik
képviseldjiik Alexander Zenkin [7].

A Természetes Matematikai Gondolkodiasmod harom alapveté szabalya

Egy matematikai tétel megfogalmazasa altalaban all néhany premisszabdl és egy konkluziobol. (Az
explicit premissza nélkiili tételek, pl. ,,nincs legnagyobb primszam”, most irrelevansak.)

Harom alapszabalyt emelek itt ki, melyeket direkt és indirekt levezetések soran egyarant figyelembe
kell venni:

(1) feltételes igazsag szabdlya: direkt bizonyitadsnal a premisszakat, indirekt bizonyitasnal a
vessziik. Ugy tesziink, mintha igazak lennének, és ezt nem kérdéjelezziik meg mindaddig,
amig a bizonyitas végére nem értiink, az altalanos igazsagokon (axidmakon) til ezekre és
csak ezekre tamaszkodunk. Direkt bizonyitasnak akkor van vége, amikor elértiik a
konkluziot. Indirekt bizonyitasnak akkor van vége, amikor kimutattuk az ellentmondast,
abszurdumot.

(i1) sorrendiségi szabaly: egy levezetés egymast koveto 1épései soran mindig csak korabbi
allitasokra tamaszkodva szabad indokolni az éppen soron kovetkez6 allitast és csak
korabbi fogalmakra alapozva szabad elvégezni a soron kovetkez6 definiciot;

(ii1) korlatozasi szabaly: a levezetés minden 1épésénél kotelezd figyelembe venni az esetleges
olyan korlatozasokat, melyek a feltételekbdl 6nalldan, az adott bizonyitas folytatasatol
fiiggetlen gondolatmenettel levezethetok. (Trivialis példa: ha a feltételek kozott az van,
hogy a=b-+c, akkor semelyik 1épésben nem szabad (a-b-c) -vel osztani, indirekt
bizonyitasnal sem.)

Itt jegyzem meg, hogy az indirekt bizonyitas végén kimondott allitas egy metaallitas, ellentétben a
direkt bizonyitassal, amikor is végig belso allitasok szerepelnek a levezetés soran. Eme ,,gyengéje”
ellenére a magam részérdl elfogadom az indirekt bizonyitas sémajat.

A tovabbiakban azt fogom kimutatni, hogy a Cantor hatvanyhalmaz tétel kdzismert tankdnyvi
levezetéseinek gondolatmenete megsérti a (iii) szabalyt.

A Cantor hatvanyhalmaz tétel bizonyitasa a jol ismert tankonyvi verzidk szerint

Tétel 1 (Cantor hatvanyhalmaz tétele) TetszSleges nemiires M halmaz nem ekvivalens a H=2"
hatvanyhalmazaval.

Bizonyitas Tegyiik fel indirekte, hogy M ekvivalens H-val, azaz, hogy
(1) létezik B: M — H bijektiv leképezés.

Tekintsiik a H hatvanyhalmaznak azt a T elemét, melynek pontosan azok az M halmazbeli x elemek
elemei, melyekhez rendelt B(x) halmaz nem tartalmazza elemként x-et, azaz TeH tegyen eleget a

2) VxeM [xeT < = (xeB(x)) |

kovetelménynek (< az 'ekvivalencia' logikai miiveletet, — a 'negacio' logikai miiveletet jeloli.
A ’& —” jelsorozat helyett a ’kizar6 vagy’ V jelet is hasznalhatjuk.)



(*)

Az (1) feltétel miatt 1étezik r =B™(T), azaz

3) AreT [B() =T].

A (2) és (3) kétszeri felhasznalasaval kapjuk:

4 ha [teT] akkor [t B(¢)] azaz [t¢T], és ha [t T] akkor [teB(¢)] azaz [¢t€T].
Ez ellentmondas, amivel cafoltuk a kiindulé (1) indirekt feltételezésiinket. QED
Erre a ’Cantor levezetés’ elnevezéssel fogok hivatkozni.

Meg fogom mutatni, hogy e levezetés a (*) —gal jelolt ponton til nem folytathato. A hiba
kimutatasanak alapja megtalalhaté Ruzsa [1, p178] -ban, amikor arr6l besz¢l, hogy " ... bizonyos
dolgok kozott egy kétvaltozos F(a,b) relacid van adva oly modon, hogy ... minden d-re F(d,d) és F(d,s)
koziil pontosan az egyik teljesill, és ... ez a specialis s elem is a szamitasba johet6 dolgok kozé
tartozik." Nézziik ezt részletesebben.

Definicio Legyenek U c V tetszdleges nemiires halmazok, és legyen R az (U,V) paron értelmezett
relacio (azaz egy R: UxV — {h,i} leképezés). Az R relaciobol szarmaztatott diagonalizacios
tulajdonsagot a kovetkezoképp definialom:

D(v) =z VxeU [R(xx) V R(x,v)], veV.
ahol ’=’ a formulahelyettesités metanyelvi jele, i az ’igaz’, h a "hamis’ logikai érték jele.

Tétel (Diagonalizacios tétel) Legyen U=V, akkor az R-bdl szarmaztatott diagonalizacios tulajdonsag
kielégithetetlen a V halmazon, azaz tetsz6leges ve V-re D(v) = h.

Bizonyitas Legyen ecV tetszbleges rogzitett elem. A ®@.(x) = [R(x,x) V R(x,e)] kifejezésben
elvégezve az x = e helyettesitést, a "kizard vagy’ logikai miivelet igazsagtablazata alapjan kapjuk,

hogy ®.(e) = h. Tehat létezik olyan xeV, melyre @ ,(x)=h, ezért hamis (h) az az 4llitas, hogy ®@.(x)
minden xeV-re i, azaz [VxeV ®.(x) ] =h, azaz D(e) = h.

Mivel e-t tetszOlegesen valasztottuk, ezzel a tételt bebizonyitottuk. QED
Megjegyzés: Vegylik észre, hogy ez nem indirekt bizonyitas.

Alkalmazuk a diagonalizacids tételt a *Cantor levezetés’-re.
Tétel 2 A Tétel 1 jeloléseivel, tegyiik fel, hogy
1) létezik B: M — H bijektiv leképezés,

akkor nem létezik a (2) kovetelménynek eleget tévé T € H,
azaz nem létezik olyan TeH , melyre

2" Vx eM [xeT V xeB(x)].

Bizonyitas Egyel6re hasznaljunk ki annyit, hogy B injektiv és jeloljik B képterét K -val, K <H.
Bevezetve a X=B(x) jelolést (ahol x eM), (2) ezzel ekvivalens:

5) V XeK [B'(X)eT V B! (X)eX]; TeH.
Definialjuk az R(X,Y) relaciot igy:

(6) RX,Y)=[B'(X)eY]; XeK,YeH.



Ezt felhasznalva (5) ezzel ekvivalens:

(7) V XeK [R(X,T) VR(X,X)]; T e H.

Lathat6, hogy (7) nem mas, mint a (6)-ban definialt R relaciobol szarmaztatott D(T) diagonalizacios
tulajdonsag, és ez ekvivalens (2) —vel.

Az (1) feltétel azzal ekvivalens, hogy 1étezik olyan injektiv B: M — H leképezés, mely egyben
sziirjektiv is, azaz K=H. Ez megfelel a Diagonalizacios tétel U=V feltételének, igy a Diagonalizacids
tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy minden TeH -ra D(T) = h.

Tehat (1) fennallasakor nem létezik a H hatvanyhalmaznak olyan T eleme, mely eleget tenne a (2)
kovetelménynek. QED

Kovetkezmény A ’Cantor levezetés’ a (*) ponton til nem folytathatd. A tankényvek folytatjak, igy
megsértik a (iii) korlatozasi szabalyt.

Ez a szemantikai értékrés esete (Id. Ruzsa[2, p100]). A T egy jel, van jelentése, de az adott feltételek
mellett nincs jelolete (1d. Frege[3]). A jelenség a 0 -val val6 osztas tilalmaval szemléltethet6: az 1/0
miivelet azért tilos, mert nem létezik olyan x szam, melyre x x 0 = 1. Bevezethetjiikk ugyan az ¢ = 1/0
jelet, és ezek utan formalisan még folytathatunk is egy levezetést, de az nyilvanvald hiba.

Ennek a gondolatnak természetes altalanositasa a jelolet nélkiili T jel (*) ponton tuli
felhasznalasara vonatkozo tilalom.

Kapcsolat a Zermelo Fraenkel axiémarendszerrel

A részhalmaz axiomaséma a Wolfram honlap [8] szerint: tetsz6leges M halmazra és tetszéleges rajta
értelmezett A formulara

AT Vx [xeT < (xeM & A®X))].

Legyen most A(x)= — (x € B(x)) (ahol B: M — H tetszéleges leképezés, H=2"), akkor eldall a
kovetkezd konkrét

Axioma_1: Tetszoleges M halmaz és tetszdleges B: M — H leképezés esetén 1étezik az M —nek az a
T részhalmaza, melyre

(**) VxeM [xeT < — (xeB(Xx))].

A (**) azonos a (2) kovetelménnyel. Mivel M részhalmazai egyuttal H elemei is (és forditva), és a
"tetsz6leges B’ magaban foglalja a *bijektiv B’ -t, igy az Axioma_1 feltételei magukban foglaljak a
Tétel 2 feltételeit. Tehat a részhalmaz axidma séma (ami valdjaban ’végtelen sok’ axidomat takar)
alapjan egy olyan konkrét axiomat allitottunk eld, mely a Tétel 2 feltételei mellett pontosan az

srcr

Cantor hatvanyhalmaz tétel valdoban bizonyithato.

A részhalmaz axiomaséma a maga altalanossagaban meglehetsen 6nkényes: van ugyan véges
tapasztalat az alatdmasztasara, de végtelenre valo korlatlan altalanositasat semmiféle tapasztalat nem
tdmasztja ala. Itt egyfajta célszerliség dominal az okszerliség felett.

Ez viszont elgondolkoztato: levezettiik, hogy az adott feltételek mellett a kérdéses T jelnek nem létezik
jelolete. Ezek utan kidertiil, hogy e levezetéstdl fiiggetleniil, jo elore kimondatott egy formalis axioma,
ami kimondja: ugyanezen feltételek mellett mégiscsak létezik az a jelolet. Ennyi er6vel akar magat a
Cantor hatvanyhalmaz tételt is tekinthetnénk axiomanak.

A halmazelmélet egy jaték. Az elsé jatékszabaly: a fentieket nem szabad tul komolyan venni.
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