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"Ha" - avagy a Godel paradoxon érvényességének korlatai

Geier Janos
ELTE BTK Pszicholégiai Intézet
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Bevezetés

Godel nemteljességi tétele (én paradoxonnak nevezem, ki fog deriilni, miért) mindenkit
érdekel. Van benne valami misztikus, valami titokzatos, hiszen a réla szolo, sokszor
szuperlativuszokat zengd irasok kimondott-kimondatlan sugallata szerint az ember alkotta
matematikai rendszerek abszolut korlatairdl szol - vagyis valahol az ember korlatairél. Van
olyan szerz0, aki szerint a tétel feltétel nélkiil minden matematikai rendszerre érvényes, mas
szerint talan nem mindegyikre, de "minden valamire val6 axiomarendszer"-re, megint mas,
igényesebb megfogalmazas szerint "az aritmetikat tartalmazé" rendszerekre, stb.

A Godel tétel reneszanszat éli. Az utobbi években legalabb négy-6t, magyarul (részben
magyar, részben kiilfoldi szerzoktdl) megjelent, sikeres konyv foglalkozik vele, nem beszélve
a 10-30 évvel ezeldttiekrol. A kognitiv tudomany miiveldi is gyakran hivatkoznak ra és a vele
ekvivalens Turing-féle megallasi tételre az elme-gép, agy-gép problémakor kapcsan. Az
érvelés néha a kdvetkez6 format Slti: az agy (ember, elme stb.) nem gép, hiszen a gépekre
érvényes a Godel tétel, ezért nem képesek minden kérdést eldonteni, mig az emberre ez a
korlat nem all fenn. (P1. azért nem, mert képes megérteni magat a Godel tételt.)

Azonban a Godel tétel mindenekeldtt egy matematikai tétel, és igy, mint minden mas
matematikai tétel, azzal kezd6dik, hogy "Ha...". "Ha ez és ez fennall, ha ezt és ezt
megengedjlik(!), akkor ...". A hozzaférhetd irasmiiveket elemezve ezzel szemben lathato,
hogy azok a tételt nagyon gyakran pontatlanul (a feltételeket elhagyjak), megint maskor csak
a dolog formalis oldalat vazlatosan leirva (amibdl az olvasé csak kinkeservvel ért meg félig-
meddig valamit), esetleg 742 oldalon lelkendezve magyarazva (- de nem levezetve)
ismertetik. A Godel levezetés gondolati 1ényegét nehéz ezekbdl kihamozni, tovabba
szerencsésnek kell lenniink ahhoz, hogy olyan konyv keriiljon a kezlinkbe, melyben le is
vannak irva a tétel érvényességének pontos feltételei.

El6adasomban a fentiek altal motivaltatva a kovetkezok mellett fogok érvelni:

Godel nemteljességi tétele (1) csak az olyan matematikai rendszerekre érvényes, melyek sajat
objektumként képesek kezelni sajat formuldikat (ritka az ilyen), tovabba (2) a tétel egy olyan
allitas eldonthetetlenségérdl szol, ami valdjadban egy kozonséges paradoxon. Ez a bizonyos
'eldonthetetlen allitds' nem egyéb, mint formalizalt valtozata a 'hazug krétai', az '6nmagat
borotvald vagy nem borotvald borbély' stb. paradoxonoknak. A Gddel tételben szerepld 'nem
eldontheto allitas' egyszeriien azért nem dontheto el, mert eleve ugy lett megfogalmazva, hogy
onmagénak ellentmondjon. Abban pedig semmi csodélnivald nincs, hogy egy dnmaganak
ellentmondo, azaz logikai hibat tartalmaz6 allitds nem eldonthetd. A Gddel tétel az ilyen
'patologids allitasokrdl' bizonyitja, hogy eldonthetetlenek - de ezt formalizalas nélkiil is
tudjuk. Viszont a tétel semmit sem mond az olyan rendszerekrdl, melyekben nem lehetséges
(vagy nem megengedett) az emlitett tipusi 0nhivatkozas. Amelyekben pedig megengedett, ott
viszont semmit sem mond a nem 6nmagukkal ellentmondéra krealt, 'egészséges allitasok’
eldonthetetlenségérol!
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Fentiek aldtdmasztasa érdekében a Godel tételt parhuzamba éllitom a Richard paradoxonnal.
Szandékom a Richard paradoxon pontos ismertetése, amitdl a Godel tétel gondolati alapja
vilagossa valik.

Tovabbi szdndékom kétségeket kelteni a hallgatoban, és ezzel tovabb gondolkodasra
késztetni. A Richard paradoxon ugyanis kdnnyen megérthetd, de maig feloldatlan. Az az tétel,
aminek létezését a Godel tétel kimondja, ennek formalizalt valtozata. Ha az eldbbit
paradoxonnak nevezziik, miért nevezziik tételnek az utobbit? Tovabba: ha az aritmetika
tartalmazasa elégséges feltétele a Godel tételnek, vajon az aritmetikdban megengedett a
Richard-féle dnhivatkozas? Végiil roviden kitérek még a Turing megallasi tételével valo
ekvivalencidra, és egy jatékos példat mutatok arra, hogy bizony néha az ember sem tobb, mint
Turing gép.

A Godel tétel attekintése

Mindenek elott tisztaznunk kell, mit is mond ki a Godel tétel. A kiilonb6z6 ismert
megfogalmazasok koziil alljon most itt egy jellemzd megfogalmazas.

Godel nemteljességi tétele (egy megfogalmazas a sok koziil)

» Godel 1931-ben bizonyitotta be, hogy bizonyos feltételeknek eleget tévo
axiomarendszerekben mindig talalhato olyan allitas, amely nem kovetkezménye az
axidomarendszernek, de az ellenkezdje sem, amelyet tehat az axiomarendszeren beliil
sem bizonyitani, sem cafolni nem lehet.

(Smullyan 1999, a magyar kiad6 konyvismertetdje)

Miért meglepd, miért érdekes ez az allitas? Foként talan azért, mert ez hangzik ki beldle: a
matematika nem tokéletes. Hogyan van ez? A matematika, mint az egzaktsdg mintapélddja, a
,tudomanyok kiralyndje” betegségben szenved? Pont arra nem elégséges, amire 1étrehoztak?

Mert gondoljuk csak meg, mire is vald a matematika. Az e kérdésre adhat6 sok lehetséges
valasz koziil hadd emeljek ki egyet: a vilag modellezésére vald. Természetesen nem a teljes
vilagot akarjuk egyszerre atfogni, de egyes szeleteit igen. Péld4ul a geometria, a szamelmélet,
az algebra — és sorolhatnam — a vilag egyes jelenségkoreit modellezi megfeleld absztrakcios
szinten. A matematika e szempontbol tehat egy eszkdz, amit bizonyos célok érdekében
hoztunk létre — és errdl deriil ki, hogy nem tokéletes. Nem is az a {6 baj, hogy jelen
pillanatban nem tokéletes, hanem hogy a Godel tétel szerint elvileg sem lehet azza tenni.

Vegylink egy hasonlatot. Ha az ember elmegy a boltba és vesz egy kavédaralot, azt azzal a
céllal teszi, hogy otthon majd kévét dardljon vele. A gyartd a kdvédaralora "hasznalatra
alkalmassagi garanciat" ad, azaz garantalja, hogy lehet majd vele kavét daralni. Azt, hogy
vasszoget is lehet, nem garantalja, de hogy kavét, azt igen.

Ezzel szemben a Godel tétel a formalis axidmarendszerekrdl allit egy meglepd dolgot: noha a
formalis axiomarendszereket kimondottan abbol a célbol hoztak 1étre, hogy az axiomakra
alapozva be lehessen bizonyitani az axidmarendszer tételeit — most éppen az deriil ki, hogy
éppen erre a célra nem elégségesek az axiomarendszerek. A Godel tétel azt 4llitja, hogy
(bizonyos feltételeknek eleget tevd!) formalis axiomarendszerekre nincs hasznélatra
alkalmassagi garancia. Tényleg igy van ez?

A kapaszkodot az a sokszor csak mellékesen elhangzo félmondat adja: ,,bizonyos
feltételeknek eleget tévd” axidmarendszerekrdl van sz6. Tehat nem mindegyikrdl! Eszerint a
Godel tétel talan nem is annyira altaldnos érvényii, mint sokan hiszik és irasaikban sugalljak?
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Hadd fogalmazzam meg gondolataim végkicsengését mar most, a klasszikus ,,Jerevani radi¢”-
vicc formajaban:

A hir (a Godel tétel) igaz, de
(1) nem minden axiomarendszerre, csak bizonyos nagyon specialisakra, és
(2) azokon beliil sem barmilyen tipusu allitdsokra, csak az olyanokra, amelyek sajat
maguknak mondanak ellent.

A Gaodel tétel kiilonféle megfogalmazasai

Nézziik meg, mit mondanak kiilonbozo szerzk a Godel tételrdl, mindegyikhez hozza fiizve
rovid véleményemet.

"Hogy keveset fognak az axiomarendszerek, azt Godel meglepd felfedezése tarta fel: az,
hogy minden valamirevalo axiomarendszernek, mely a szamelmélet tartalmazza, vannak
eldonthetetlen problémai.” (Péter (1963) 260. o.)

Megjegyzésem: A geometria, az algebra, a topologia, analizis, newtoni mechanika, a
relativitaselmélet, a valdsziniiség szamitas, stb. stb.: ezek "valamirevalo" rendszerek? Mert
ezekre nincs bizonyitva, hogy érvényes lenne rajuk a Godel tétel.

"Gadel tételét nem egészen szabatosan igy fogalmazhatjiuk meg: Ha egy axiomarendszer
ellentmondastalan, tovabba bizonyos értelemben eléggé kifejezo, akkor nem kategorikus.
... Az altalanos tétel bizonyitdsa, sot mar a tétel szabatos kimondasa is (annak pontos _
koriilhatdroldsa, hogy mit koveteliink meg a kérdéses axiomarendszertol), az ebben a
munkaban ismertetett logikai appardtus mellett még egy sor mélyebb eszkozt is
felhasznal, ezért részletesen nem targyalhatjuk.” (Ruzsa és Urban (1966) 504. o.)

Megjegyzésem: Ez az idézet korrekt modon felhivja a figyelmet arra, hogy a tétel szabatos
kimondaséhoz, a feltételek pontos megfogalmazasahoz mélyebb ismeretek sziikségesek.
Olyan mélyek, hogy ahhoz 500 oldal el6készités sem elégséges.

Tehat: csak bizonyos nagyon szofisztikalt feltételeknek eleget tevo axiomarendszerekre
érvényes a Godel tétel. Semmi esetre sem mindegyikre.

"Gadel tételének felismerésével a tudomany rajott, hogy akdarmilyen kereteket,

axiomarendszereket alakit ki maganak, mindig lesznek olyan igazsagok, amelyek az adott
kereteken beliil nem bizonyithatok be." (Mérd 1989, 248.)

Megjegyzésem: Ez a mondat kétféleképp értelmezhetd: tetszdleges allitasrol ("igazsagrol")
avagy csak a rendszer keretein beliil megfogalmazhato allitasrol van sz6?

Az elso értelmezés esetén: Ezt Godel eldtt is tudta mindenki, hiszen pl. a geometria
Euklidésztol szarmazé (majd Hilbert altal teljessé tett) axidmarendszerétdl senki nem varta el
soha, hogy beldle mondjuk a szdmelméleti tételek is levezethetdk legyenek.

A masodik értelmezés esetén (vélhetden ez az értelmezés fejezi ki a szerz6 szandékat): A
Godel tétel az adott rendszer keretein beliil megfogalmazhato, ugyanakkor mégsem
eldonthetd allitdsokrol szol. Ez viszont nem "akarmilyen" keretekre, csak nagyon
specidlisakra igaz. (1d. pl. a fenti Ruzsa Imre, Urbéan Janos, vagy a Péter Rozsa idézetet.)



http://www.geier.hu/GOEDEL/Godel_idezetek.html#PR%23PR
http://www.geier.hu/GOEDEL/Godel_idezetek.html#Ruzsa%23Ruzsa
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Tehat: egyik értelmezés szerint sem pontos az idézdjelbe tett iménti mondat.

"Mint azt Godel tétele (1931) maganak a logikanak az eszkozeivel megmutatta, egyetlen
adott rendszerben sem lehet a rendszeren beliil megfogalmazhato osszes igazsdagot
levezetni." (Mér6 1996, 50.)

Megjegyzésem: Ez mar pontosabb, de itt sem igaz, hogy "egyetlen adott rendszerben sem",
csak bizonyos specidlisakban: olyanokban, melyek sajat objektumként képesek kezelni sajat
formulaikat. (Ld. szintén a tobbi idézetet, amelyek felhivjak a figyelmet a specialis
feltételekre.) A geometria, az algebra, a newtoni mechanika, a relativitaselmélet stb.
axiomarendszerei koziil egyik sem ilyen!

"Minden rendszerben vannak olyan értelmes kijelentések, amelyek nem vezethetoek le. Ez
Godel hires-neves tétele. Az benne a fontos a mi szempontunkbol, hogy olyan allitasokra,
amire a logika nem tudja megadni a megfelel6 levezetést (mert bizonyithatoan nincs is
ilyen levezetés), az ember képes valaszt adni.” (Krajcsi, 1998, 10.)

Megjegyzésem: Ez mintha arrol sz6lna, hogy az ember tobb, mint Turing gép. E kijelentésre
az eldadas végén még visszatérek.

"A szamelmélet Osszes kovetkezetes axiomatikus megfogalmazasa tartalmaz
eldonthetetlen allitasokat.” (Hofstadter, 1998, 17.)

Megjegyzésem: A megfogalmazas 6vatos. Rejtve marad, hogy szigoru feltételek vannak.

"..1931-ben. Az osztrak matematikus és logista, Kurt Godel ekkor bizonyitotta be merész
tételét, miszerint léteznek olyan matematikai allitasok, melyek hamis vagy igaz volta
semmiféle modszeres eljarassal nem allapithato meg.” (Davies 1992, 94.)

Megjegyzésem: Ez is egy nagyon altalanos megfogalmazas, tobbet enged sejtetni, mint
amennyi a tényleges igazsag.

Végiil két érdekes tételre hivnam fel a figyelmet, melyek ugyan nem a Godel tételrdl szolnak
kozvetleniil, de annak helyes értelmezésében sokat segithetnek.

"Presburger és Skolem kimutattak, hogy ha az elemi aritmetikat ugy korlatozzuk, hogy
elhagyjuk a szorzdst és csak az 6sszeadast tartjuk meg vagy forditva, a kapott elméletben
mar lehetséges eldontesi eljaras.” (Quine, 1968, 286.)

"Ami sokkal meglepobb, Tarski kimutatta, hogy a valos szamok elemi algebrajaban
szinten lehetséges eldontési eljaras.” (Quine, 1968, 286.)

Megjegyzésem: Lattunk tehat két tételt, mely olyan ,,valamirevald” rendszerekrdl tanuskodik,
ahol a Godel-tétel nem érvényes.

Osszefoglalas

A fentiek alapjan elmondhato, hogy az irodalmi hivatkozasok jelentds része elfelejti k6z6Ini
azt a Iényeges tényt, miszerint a Godel-tétel csak bizonyos szigoru feltételek fennallasa esetén
érvényes. A hivatkozasok jelentds hanyada nem kellden korrekt €s kimeritd, ami a nem
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Pl¢h, Kampis, Csanyi (szerk.): Az észleléstdl a nyelvig, GONDOLAT, Budapest, 2004

szakmabeli olvasot félrevezeti. Szerencsére a hivatkozasok pontosabb valtozatai némiképp
potoljak az emlitett hidnyossagot.

A Gaodel tétel bizonyitasanak alapotlete

Most nézziik meg, mit lehet megtudni a Godel tétel bizonyitasanak alapotletérdl. Ez fontos,
hiszen a bizonyitas, a felhasznalt alapdtlet sokat elarulhat a tétel alkalmazhatdsagarol,
érvényességi korérol.

A bizonyités alapdtlete masok szerint

* "Godel nem-teljességi tételének bizonyitdsa egy onmagara hivatkoz6 matematikai
kifejezés felirasan alapul, hasonldéan az Epimenidész paradoxonhoz.” (Hofstadter
1998)

» "Godel sajat bizonyitasat a hires hazug-paradoxonhoz rokonitja, amelyben éppen egy
krétai allitja, hogy valamennyi krétai hazudik.” (Smullyan, 1999, 20.)

A bizonyités alapdtlete Godel szerint (szabad forditasban):

»Szembeotld az analogia ezen eredmény €s a Richard antindmia kozott; szintén kozeli
a rokonsag a "hazug’ antindmiaval.” (Gddel, 1931, 2. fejezet)

Mint latjuk, a tételnek a "hazug’ antindmidval val6 hasonlosagat mindannyian emlitik, Godel
viszont a Richard-antindmidhoz valé hasonlosagot emliti els6 helyen. Teszi ezt nevezetes
cikkének elsd fejezetében, ahol, mieldtt ratérne a szigoruan formalis levezetésre, szoOban
ismerteti a levezetés f6 gondolatmenetét.

Nézziik meg, mi is az a Richard paradoxon avagy antindmia.

Jules Richard, 1862-1956

» worked on Geometry but is best known for
Richard's paradox involving the set of real
numbers which can be defined in a finite
number of words.

Forras: http:/www-groups.dcs.st-
and.ac.uk/~history/Mathematicians/Richard
Jules.html



http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Richard_Jules.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Richard_Jules.html
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Richard_Jules.html
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crer

hogy a Cantor tétellel ellentétben nem az 6sszes valos szam halmazarol tételezi fel
kiindulasképp, hogy az ekvivalens a természetes szamok halmazaval, hanem csupéan azokra a
valos szamokra hagyatkozik, melyek véges sok jellel megadhatok. Mivel maga a Cantor
eljaras is véges sok jellel ad meg egy 1j valos szamot, valodi antindmia keletkezik.

A Richard antindmia egy masik, a Godel-tétellel szorosabb kapcsolatba hozhat6 valtozatat a
Fiiggelék tartalmazza. Ez a megfogalmazas az, amelnek szembed6tld a hasonlatossaga a
Godel-féle gondolatmenethez, amint azt Godel eredeti cikkének ismeretében [5] mindenki
megallapithatja.

A Richard antinomia e méasodik valtozata roviden a kovetkezd. Készitsiik el a természetes
szdmok Osszes tulajdonsaganak leirasat, és tegyiik e leirdsokat abc rendbe, nevezziik ezeket
»tulajdonsagdefinicioknak.”. Ha véges dbécét hasznalunk, akkor a tulajdonsagdefiniciok
szdmossaga megszamlalhatdan végtelen lesz, azaz sorozatba rendezhetdk.

Ezek utan a Richard antindmia alapdétlete:

* Definicio_1: Egy x természetes szamot Richard-szeriinek neveziink, ha az x -nek
nincs meg az a tulajdonsaga, amit a hozz4 tartozo tulajdonsag-defincié definial.
(Rovidebben: ha x-re nem érvényes az x sorszamu tulajdonsagdefinicio.)

» Kérdés: az az r szam, amihez a Definicié_1 tulajdonsagdefinicio tartozik,
Richardszerii vagy sem?

A kérdés nem eldonthetd. (Az antindmia részletes elemzését 1d. a fiiggelékben.)

Allitsuk ezt parhuzamba azzal, amit Godel 193 1-es cikkének 1. fejezetében mond a sajat
gondolatmenetérol.

Eszerint Godel [a; n] —nel jeloli azt a formulat, melyet Ggy kapunk, hogy valamely egy
szabad v valtozoét tartalmazo o formulaban a szabad v valtozo helyére az n természetes
szdmot helyettesitjiik. Godel sorba rendezi az 6sszes, egy szabad v valtozot tartalmazo
formulat, és R(n) -nel jeldlve az n -ediket, definialja a természetes szdmok egy K halmazat a
kovetkezoképp:

nldK = [OBew [R(n); n))

ahol Bew x azt jeloli, hogy x egy bizonyithaté formula. ( itt =" az ’ekivivalencia’, [T a
‘negacid’ logikai miiveleti jele)

Magyarul: egy n szamot a K halmazba sorolunk (masszéval a ’K -tulajdonsaguak kozé
tartozonak neveziink’) akkor és csak akkor, ha az n-sorszamu R formuldban a szabad v
valtozo6 helyére n-et behelyettesitve az igy nyert formula nem levezethetd.

Kérdés: Az a g szam, melyhez a [{Bew [R(v); v]) formula tartozik, vajon K- tulajdonsagu
vagy sem? A kérdés nem eldonthetd. (Helyettesitsiik be v helyére a g-t!)

Godel ezt a gondolamenet-vazlatot {ilteti 4t cikkének tovabbi fejezeteiben a Principia
Mathematica (PM) rendszer absztrakt formuldira. Ebben fellelhetd egy 1ényeges momentum:
az az allitas, hogy egy formula nem levezethetd, a PM rendszerben maga is egy formulaval
azonosithato. Ez ad alapot az inverz dnhivatkozas megfogalmazasara, és igy a fenti
eldonthetetlen allitds megkonstrualésara.

A Richard antinémia és a Godel gondolatmenete kozotti parhuzamot ezek utan nyilvanvalo,
aminek belatasat a kovetkezo tablazat konnyit meg.
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Richard antindomia Godel tétel £6 gondolata
* A definiciok megfogalmazésa €16 * A formulék felirdsa a PA rendszer
nyelven formalis jeleivel
* Tulajdonsag-definicio * Egy szabad v valtozot tartalmazé
formula
* A ksorszamu tulajdonsag-definicid * A g sorszamu formula nem
nem érvényes n -re levezethetd v =q helyettesités esetén

E parhuzam alapjan most mar elérkeztiink az el6adas végére, amikor is kimondhatjuk annak
f6 mondanivalgjat:

Godel nemteljességi tétele

1. csak az olyan axiomarendszerekre érvényes, melyek sajat objektumként képesek kezelni
sajat formulaikat; sok jelentds axidmarendszer nem ilyen;

2. a Godel-tétel egy olyan allitas eldonthetetlenségérdl szol, ami valojadban egy kozonséges
paradoxon. A paradoxonok, mint tudjuk, eleve eldonthetetlenek. A Gddel-tétel viszont
semmit sem mond a tobbi, nem paradoxonként megfogalmazott allitas
eldonthetetlenségérol.

Végiil roviden térjiink ki a Turing féle megallasi tételre.
Turing megallasi tétele

+ ,.Nincs univerzalis algoritmus annak eldontésére, hogy egy Turing-gép megall-e vagy
sem.” (Penrose, 1993, 82.)

,»Az dnmagara alkalmazhatdsag felismerésének problémaja nem oldhaté meg
algoritmikusan.” (Trahtenbrot, 1978, 139)

A Turing tétel a Godel tétel kozeli rokona, absztrakt automatékra atfogalmazva. A kognitiv
tudomany miiveldi sokszor hivatkoznak ra, parhuzamba allitva az emberi értelemmel a gépi,
algoritmikus folyamatokat. Annak demonstralasara, hogy néha az ember sem tud kikeriilni
bizonyos logikai korforgasbol, hadd fejezzem be eléadasomat Paul Daviestdl (Davies, 1992)
kolesonvett otlet alapjan:

Egy (K.A. szdmara) eldonthetetlen, de mégis igaz allitas
* K. A. nem tudja bebizonyitani ennek a mondatnak az igazsagat.”

Gondoljuk csak meg: mi tudjuk, hogy nem tudja bebizonyitani, az allitas tehat igaz. K. A.
viszont tényleg nem tudja bebizonyitani, hiszen ha bebizonyitana, akkor épp az ellenkezdjét
bizonyitana annak, amit bizonyit...

Végszo
* A gddeli gondolat formalizalt richardi gondolat.

* Ha a Richard-paradoxon paradoxon, akkor a Godel-tétel miért tétel?
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Fiiggelék
A Richard paradoxon

Az alabbi logikai paradoxont avagy antindmiat Jules Richard francia matematikus 1903-ban
készitette. (A Richard paradoxonnak mas, ezzel ekvivalens megfogalmazasa is 1étezik.)

Tegyiik fel, hogy el szeretnénk késziteni a természetes szdmok tulajdonsaginak egy listajat.
El6szor készitsiink egy listat a tulajdonsagokrol - olyanokrdl, mint pl. paros, paratlan, 7
tobbszordse, teljes négyzetszam, stb.

Ezutan irjuk le e tulajdonsagok definicioit magyar nyelven, hozza véve a matematikai
jeloléseket. Példaul az el6z6 tulajdonsagok definicidit a kdvetkezOképp adhatjuk meg. (' ='
roviditése az 'akkor és csak akkor, ha' -nak. Az x, y stb. természetes szamot fognak jeldlni.)

1. Az x paros = x maradék nélkiil oszthato 2-vel.

2. Azx 7 tobbszorose = x 7-tel oszthato.

3. Az x pératlan = x -et 2-vel osztva 1 a maradék.

4. Az x négyzetszam, = van olyan y szdm, melynek 6nmagaval val6 szorzata egyenld

x-szel, azaz ha van olyan y, hogy x=y*y
5. Az x ikerprim elsd tagja = x is és x+2 is primszam
6. Azx......

7. stb.
A definiciokat ennél "precizebben", formalisan is megadhattuk volna. (P1. 3. = [y 2*y=x+1)

Nevezziik e definiciokat tulajdonsagdefinicionak. Nyilvanvald, hogy a tulajdonsagdefiniciok
nem masok, mint valamely rogzitett dbécé (bele véve ebbe a matematikai jeloléseket is)
segitségével mondjuk magyar nyelven megfogalmazott mondatok. Azaz egy tetszoleges
tulajdonsagdefinicio azonos egy véges abécé karaktereibdl alkotott véges hossziisagu
karaktersorozattal.

Valamilyen szabaly alapjan rendezziik sorba az dsszes tulajdonsagdefiniciot.

Legegyszeriibb modja ennek, hogy sorra vessziik a rogzitett abécénk véges hossziisagu dsszes
karaktersorozatait (stringek), eldszor az dsszes 1 hossziisagu, utdna névsorba rakva az dsszes
2 hossziisagu, majd ugyancsak névsorba rendezve 3, 4, stb hosszisagu stringeket, és sorra
véve csak azokat hagyjuk meg, melyek természetes szamok tulajdonsagat definialjdk. A tobbi
(értelmetlen, vagy nem természetes szam tulajdonsagara vonatkozo6) stringet kihagyjuk, és a
sorszamozast 6ssz¢€bb tomoritjiik, hogy ne legyenek hézagok a sorszamozasban.

Ezaltal biztosak lehetiink abban, hogy minden tulajdonsagdefinicié a fenti felsoroldsban
szerepelni fog, tovabbd minden tulajdonsagdefinicidhoz fog tartozni egy és csak egy
természetes szam, az ¢ sorszama. Természetesen mas megoldas is elfogadhato, csak az a
fontos, hogy minden tulajdonsagdefinicio kapjon egy egyértelmii sorszdmot, és viszont:
minden sorszamhoz tartozzon egyértelmiien egy tulajdonsagdefinicio.

Csak a magyarazat kedvéért vegylik Uigy, hogy a teljes lista a fenti szamozassal kezdddik.

Ha most tekintiink egy tetszOleges természetes szdmot, mondjuk 142-t, akkor
megallapithatjuk, hogy rendelkezik-e mondjuk a 3. szdmu tulajdonsaggal; azaz érvényes-e ra
a 3. szamu tulajdonsagdefinici6. Erre a konkrét példara megallapithatjuk, hogy nem érvényes
rd, mivel a 3. definicio a 'paratlan’ tulajdonsagot definidlja, a 142 pedig nem paratlan.
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Altaldban igaz, hogy tekintve egy tetszéleges i természetes szamot és egy tetszdleges j
sorszamu tulajdonsagdefiniciot, mindig egyértelmilen megéllapithatd, hogy az i természetes
szam rendelkezik-e a j sorszamu tulajdonsaggal. Mindig a két lehetdség egyike lesz igaz:
vagy érveényes, vagy nem.

Es most definialjunk egy 6j tulajdonsagot:
Definicié_1: Egy x Richardszerli = az x sorszamu tulajdonsagdefinicié nem érvényes x-re.

Csak a magyarazat kedvéért példaul, ha a fenti szdmozassal kezdddne a teljes lista, akkor az 1
és a 2 természetes szamok Richardszeriiek lennének, a 3 és a 4, és az 5 természetes szamok
pedig nem. (Tessék meggondolni! Pl. a 4 természetes szam azért NEM Richardszer(i, mert a 4
sorszamu definicio a négyzetszdmokat definialja, de a 4 maga is négyzetszam, tehat a 4-hez
tartoz6 tulajdonsag-definicio érvényes a 4-re. Hasonloképp a fenti felsorolasban az 1 és a 2
egyarant Richardszer(i, a 3 és az 5 viszont nem, amint azt az olvasé egyszeriien maga is
végiggondolhatja.)

Mivel a sorba rendezési mddszeriink biztositotta, hogy minden tulajdonsagdefinicionak van
sorszdma, ezért a fenti Definicio_1 -nak is kell, hogy legyen sorszdma, hiszen ez is egy
egyértelmiien eldonthetd tulajdonsagat definidlja a természetes szamoknak. Jeloljiik r- rel a
Definicio_1 sorszamat. (A fentiek alapjan r biztosan létezik, de altalunk nem feltétlentil
ismert.)

Kérdés: r Richardszer(i vagy sem?
A paradoxon nyilvanvalo:

Ha feltessziik, hogy r Richardszerti, akkor (a Richardszerii tulajdonsag definicioja szerint)
nem érvényes rd a hozza rendelt tulajdonsagdefinicio, tehat akkor nem igaz, hogy r
Richardszert.

Ha ellenben feltessziik, hogy r nem Richardszerti, akkor (a Richardszerti tulajdonsag
definicioja szerint) a hozza rendelt tulajdonsagdefinicio érvényes ra, tehat akkor mégis csak
igaz, hogy r Richardszerii. (ugorj az elejére...)

Ez a Richard paradoxon: a kérdés nem donthetd el.

A Richard paradoxonra a mai napig nincs egyértelmiien elfogadott feloldds, magyarazat, amit
az is bizonyit, hogy elemzésérdl sz6l6 egészen friss cikkeket lehet talalni. (pl. [2])

Ugyanakkor: ez a Godel tétel gondolatmenete is.

Godel nem tett mast, mint hogy a Richard paradoxon levezetését és gondolatmenetét a
magyar (francia, német, angol...) nyelv helyett a Principia Mathematica formalis nyelvén
mondta el. Godel a "tulajdonsagdefinicid" helyett "egy szabad valtozot tartalmazé formula"-t,
az "érvényes ra" kifejezés helyett " levezethetd" -t mond, és ezeket formalizélja.

Kérdés: Mi valtozik meg attol, hogy ugyanazt egyszer (korrekt, matematikai!) €16 nyelven,
masszor pedig formalisan mondjuk el?
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