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Minden jog fenntartva. Ez az iras a szerzd irdasbeli beleegyezése nélkiil nem masolhato,
nem sokszorosithato, nem terjeszthetd, sem részben, sem egészben.
Az oldal linkelheto.
ldézés esetén az irodalmi hivatkozasok szabalyainak betartdasa szigoru kovetelmény.

Az alabbi gondolatmenet azt bizonyitja be, hogy a Cantor tétel szokasos, tankdnyvi levezetése
hibas.

Ha tigy gondolod, hogy Cantor tétel levezetése hibatlan, akkor keresd meg a hibat a cafolat
gondolatmenetében!

A Cantor tétel

Tétel: (Cantor hatvanyhalmaz tétele) Tetszoleges nemiires M halmaz nem ekvivalens a H=2M
hatvanyhalmazaval.

Bizonyitds: (a jol ismert tankonyvi verziok rekonstrukcidja)
Tegyiik fel indirekte, hogy M ekvivalens H-val, azaz, hogy
(1) létezik B: M — H bijektiv leképezés.

Tekintsiik a H hatvanyhalmaznak azt a T elemét, melynek pontosan azok az M halmazbeli x
elemek elemei, melyekhez rendelt B(x) halmaz nem tartalmazza elemként x-et, azaz TUH
tegyen eleget a

(2) Ux[OM [xOT < = xUB(x)]
kovetelménynek (< az 'ekvivalencia' logikai miiveletet, = a 'negécid’ logikai miiveletet
jeloli.)
Az (1) feltétel miatt 1étezik ¢ [J M, melyre B(¢) = T, azaz
(3) O 0T [B(¢) =T].
A (2) és (3) kétszeri felhasznalasaval kapjuk:
(4)  ha[¢UT] akkor [¢[IB(¢)] azaz [¢LJT], és ha [¢LJT] akkor [tLIB(¢)] azaz [¢LJT].
Ez ellentmondas, amivel
(*) cafoltuk a kiindul6 (1) indirekt feltételezésiinket.
QED.
Erre a tovabbiakban *Cantor levezetés’ elnevezéssel hivatkozunk.
ko ok
Allitds: Ez a levezetés hibas, nem bizonyitja a konkluzionak szant allitast, azaz (1) tagadéasat.

A hiba Iényege: nem bizonyitott, hogy a (2) kovetelményt kielégitd T halmaz sziikségképpen
1étezik. SOt ennek forditottja igaz: amikor a levezetés soran eljutunk (2) -ig, mar ott
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bizonyithat6 (anélkiil, hogy hivatkoznank a levezetés folytatasara!), hogy az (1) feltétel
fennallasa mellett a (2) kovetelményt kielégitd TLIH nem létezik. Emiatt a (3) és a (4) -ben
1év0 kifejezések értelmezhetetlenek, ezért a levezetésben nem lehet eljutni a (4) ellentmondas
kimutatasaig.

A tovéabbiakban ezt a megallapitast fogom részletesen indokolni. Mivel a fenti Cantor
levezetés nem hivatkozik explicite semmiféle axidmarendszerre, csupan csak a jozan
matematikai érvelési stilust alkalmazza (jelen cikk szerint egy "apro" kis hibaval), ugyanigy
fogok ¢én is eljarni (de hiba nélkiil).

ko ok
A diagonalizacié fogalmanak pontositasa

A pontositas érdekében mindenek eldtt két alapvetd, ismert fogalmat idézek: tulajdonsag,
relaciod, 6sszhangban azok altalanosan elfogadott definicidival. (Ezekben tehat semmi
ujat nem szandékozok mondani, csak ide idézem azokat, hogy kéznél legyenek.)

Def 1: A-n értelmezett tulajdonsagoknak nevezziikk a P: A - {h,i} leképezéseket, ahol A
tetsz6leges nemiires halmazt jeldl, h ill. i a logikai hamisség ill. igazsag jele.

Az A-n értelmezett P tulajdonsag igazsdghalmazanak nevezziik azt az I, 1 A halmazt,
melynek pontosan azok a x[JA -k az elemei, melyekre P(x) =i.

Azt mondjuk, hogy az A halmazon értelmezett P tulajdonsag kielégithetetlen, ha 1,=00 ;
egyébkeént azt, hogy kielégitheto.

Megjegyzés_1: Absztrakt targyalasmodnal tulajdonsag alatt az A alaphalmaz valamely részhalmazat is
szoktak érteni. Ez az halmaz alapu tulajdonsagfogalom a Def [ szerinti tulajdonsagfogalomhoz az
indikatorfiiggvény (mas elnevezés szerint karakterisztikus fiiggvény) fogalman keresztiil kapcsolddik.
Ha POA (halmaz alapu tulajdonsag), akkor definidljuk a P halmaz P indikatorfiiggvényét a
kovetkezoképp: tetszoleges xUU -ra P(x)=i, ha xUA, egyébként P(x)=h. Ezzel a Def I szerinti P -hez
jutottunk. Forditva: adott, Def” I szerinti P tulajdonsag esetén az I, igazsdghalmaz felel meg a P
halmaznak.

Az egyszerl szohasznélat kedvéert a P leképezest is €s a neki megfeleld P halmazt is (azaz az I,

igazsaghalmazt is), egyontetlien tulajdonsdagnak nevezzik. (Részletekbe mend szohasznalat esetén be
kellene vezetniink egy absztrakt P tulajdonsagfogalmat, amit egyszer "P halmazzal definialt

tulajdonsagnak”, masszor "P leképezéssel definalt tulajdonsagnak" nevezhetnénk. Ez itt azonban
felesleges szoszaporitas lenne, csak a szoveget tenné koriillményesebbé.)

Def 2: Az (A,B) rendezett paron értelmezett relacioknak nevezziik az AxB halmazon
értelmezett tulajdonsagokat, ahol A és B tetszOleges nem iires halmaz.

Megjegyzés 2: A relacié fogalmat szokas még az AxB halmaz részhalmazaként is definialni. A
kétféle definicid kozti kapcsolatot az indikatorfiiggvény fogalma adja, 1d. Megjegyzés 1. Forditott
targyalas is lehetséges lenne: tulajdonsag = egyvaltozds (egy argumentumu) relacié. Itt nem ezt
hasznaljuk.

Megjegyzés 3: A tulajdonsag és a relacio fenti definicidja teljes dsszhangban van azok éltalanosan

e

(http://en.wikipedia.org/wiki/Property (philosophy) 2008.11.08.-i allapot.)

In mathematical terminology, a property p defined for all elements of a set X is usually defined as a
function p: X — {true, false}, that is true whenever the property holds; or equivalently, as the subset
of X for which p holds; i.e. the set {x| p(x) = true}; p is its indicator function

(http://en.wikipedia.org/wiki/Unary relation 2008.11.08.-i allapot.)
In mathematics, especially set theory, and logic, a relation is a property that assigns truth values to
combinations (k-tuples) of k individuals.
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A tovabbi definiciokban ¢és tételekben egységesen haszndlom a kovetkezo jeloléseket:
Jelolések:

U,V #0 nemiires halmazok, melyekre U [ V.

R: UxV - {h,i} az (U,V) péron értelmezett relacio.

Def 3: Az R relaciobol szarmaztatott diagonalizacios formulat a kovetkezoképp definidlom:
D(v; R) O Oul0U [R(»,v) O R(u,u)]; vOV.

(Itt 0" a ’kizaro6 vagy’ logikai miivelet jele, [1° a formulahelyettesités metanyelvi
jele.)

Ha nyilvanvald, hogy mely R -rél van sz6, akkor a konnyebb olvashatosag kedvéért
egyszerlien D(v)-t irok, és ezt egyszerlien csak diagonalizdacios formulanak nevezem.

Megjegyzés 4: A (logikai) formula fogalmanak leirasa megtalalhat6 pl. itt: planetmath formula

Megjegyzeés 5: A diagonalizacios formulat az 'ekvivalencia' miivelettel is kifejezhetjiik, a kovetkezd
formula azonos a diagonalizacids formulaval:

OuU [R(x,v) = = R(u,u)].

Mivel tetszélegesen ul U esetén R(u,v) minden vV -re értelmezett, ezért nyilvanvald, hogy
D a V halmazon értelmezett tulajdonsag. Ennek alapjan a tovabbiakban a D-t diagonalizacios
tulajdonsdgnak (is) fogom nevezni.

Tétel 1 (Diagonalizdcios tétel): Ha U=V, akkor a D diagonalizacios tulajdonsag
kielégithetetlen.

Bizonyitas:
Legyen e 1V tetszdleges rogzitett elem.

A @ (1) O [R(n,e) O R(u,u)] kifejezésben elvégezve a u — e helyettesitést, a ’kizaro
vagy’ logikai miivelet igazsagtablazata alapjan kapjuk, hogy

® (e)=h.
Tehat létezik olyan x[1V, melyre ® (x) hamis, azaz
XDV [~ D ()],
ezért hamis az az allitas, hogy ® (x) minden x[1V-re igaz, azaz
xOV @ (x) =h,
azaz
D(e) =h.
Mivel e-t tetszOlegesen valasztottuk, ezzel a tételt bebizonyitottuk. QED.

Megjegyzés 5: Vegyiik észre, hogy a Diagonalizacids tétel iménti bizonyitasa nem indirekt bizonyitas.
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Alkalmazzuk a Diagonalizacios tételt a Cantor levezetésre.

Tétel 2: Ha (1) fenndll, akkor nem létezik a (2) kovetelménynek eleget tévé T U H.

Bizonyitas: Eloszor is vegylik észre, hogy injektiv B: M — H leképezés minden tovabbi
feltétel nélkiil, pusztan a H hatvanyhalmaz definici6jabol kifolyolag létezik. (Ilyen pl. az
a leképezés, amely tetszéleges mLUM -hez az egyelemii {m}[H -t rendeli.)

Legyen B: M — H egy injektiv leképezgs, és
jeldljik B képhalmazat K -val,
nyilvan KUH.

Jeloljiik x-szel az M tetszOleges elemét és X -szel az x-hez rendelt X=B(x) halmazt, ahol
tehat XK.

B invertalhat6saga kovetkeztében x = B-'(X). Ezt behelyettesitve (2)-be kapjuk, hogy
5) OXOK [B'(X)OT « = B-(X)UX];, TOH.
Az (5) ekvivalens a (2) -vel, hiszen csak formula helyettesités tortént.

Definialjuk az R(X,Y) relaciot a kovetkezdképp:

(6) RX)Y) O [BY(X)UY]; XOK, YUH.
Ezt behelyettesitve (5) be, kapjuk:
(7) UXOK [R(X,T) U R(X,X)]; TOH.

Itt is csak formulahelyettesités tortént, ezért (7) ekvivalens (5) tel, elobbiek miatt tehat
(7) ekvivalens (2) -vel.

Lathatd, hogy (7) nem mas, mint a (6)-ban definialt R rel4ciobol szarmaztatott D(T)
diagonalizacios tulajdonsag. Tehat a Cantor levezetésben 1évo, TUH -ra vonatkozo6 (2)
kovetelmény ekvivalens a (6) -ban definialt R relaciobol szarmaztatott D(T)
diagonalizacios tulajdonsaggal.

Az (1) feltétel azzal ekvivalens, hogy létezik olyan injektiv B: M — H leképezés, mely
egyben sziirjektiv is, azaz K=H. Ez megfelel a Diagonalizacios tétel U=V feltételének,
igy a Diagonalizacios tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy minden TUH -ra D(T) = h.

Tehat ha (1) fennall, akkor nem 1étezik a H hatvanyhalmaznak olyan T eleme, mely
kielégiti D(T) -t. Azaz (1) fennallasakor nem létezik a (2) kovetelménynek eleget tévo
T O H. QED.

Megjegyzés 7: Vegyiik észre, hogy a Tétel 2 iménti bizonyitasa nem indirekt bizonyités; annak ellenére
felfoghato egy lemmanak, melynek premisszai egybe esnek a Cantor levezetés kiinduld feltételeivel,
koztiik az indirekt (1) feltételellel. De ettél még a Tétel 2 fenti bizonyitasa nem valik indirektté. hiszen a
Tétel 2 szamara (1) egy "kozonséges" (azaz nem indirekt) feltétel, azaz a tétel premisszéja.
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Cafolat - a Cantor levezetés pontositasa

A Tétel 2 figyelembe vételével, ha most Gjra végignézziik a Cantor levezetést, akkor észre
kell venniink a kovetkezdt:

Mivel az (1) feltétel mellett a (2) kévetelménynek eleget tévo, T-vel jelolt halmaz nem Ilétezik,
emiatt a Cantor levezetés korrekt modon nem folvtathato tovdabb a (2) formula utan: azon a
ponton a levezetés 'elakad’.

Részletesebben: a (3) és a (4) sorban 1évo formulak tartalmazzdk a T szimbolumot, azonban a
Tétel 2 kimondta, hogy (1) fennallasakor a (2) kovetelményt kielégitd TLIH nem létezik.
(Azaz olyan objektum, amit a T jel6lne, nem létezik; a T jelnek nincs jelolete. A jel-jelentés-
Jjelolet fogalmaval kapcsolatban 1d. Frege vonatkozo munkajat.)

A (3) és a (4) sorban 1év6 formuldkban tehat T egy iires szimbdlum, nem jeldl semmit, igy
ezek a formulak semmirdl sem allitanak semmit. Ezaltal a Cantor levezetés nem folytathato a
(2) ponton tul, ami azt eredményezi, hogy nem is sikeriil kimutatni a (*) ellentmondast.

Diszkusszio: Az, hogy a (2) -nél 'elakad' a levezetés, ugyanazon a gondolaton nyugszik, mint
pl. a 0 -val valo osztés tilalma. Ha egy levezetésben - legyen sz6 akar direkt, akar
indirekt bizonyitasrol - olyan ponthoz ériink, ahol 0 -val val6 osztas szerepel, ott azt
nyilvan nem lehet tovabb folytatni; akkor sem, ha ez a 0 -val valo osztas rejtett modon
zajlik. (PL. (a-b) -vel osztunk, mikdzben nem vessziik figyelembe, hogy adott esetben
a=b, tobb ilyen jatékos beugratas talalhato elemi konyvekben.).

A 0 -val valo osztas tilalma a "nemlétezésen" alapul: az 1/0 miivelet azért tilos, mert
nem létezik olyan x szam, melyre x x 0 = 1. Bevezethetjiikk ugyan az x = 1/0 jelet, és
ezek utan formalisan még folytathatjuk is a levezetést, de az nyilvanval6 hiba.

Ennek a gondolatnak természetes altalanositasa a nemlétezd T halmaz (2) ponton tali
felhasznalasara vonatkozo tilalom.

Itt a 'nemlétezo T halmaz' kifejezés ugy értendd, hogy az (1) feltétel mellett nem
létezik a (2) kovetelményt kielégitd halmaz - amint azt a Tétel 2 kimondja. Az pedig,
hogy az (1) feltétel mellett a (2) kovetelménynek eleget tévo T nem létezik, nem
ellentmondas, hanem egy levezetett tétel. Ezt a tételt kozvetleniil a (2) kimondasa
utan le lehet vezetni a kiindulo feltételekbdl, és igy ez az oka annak, hogy a levezetést
nem lehet tovabb folytatni e ponton tul.

Ezzel az elvvel sokszor talalkozhatunk matematikai levezetésekben. A levezetés soran
definidlunk egy 0j fogalmat oly mdédon, hogy a definidland6 dologra megfogalmazunk
egy kovetelményt, €s mieldtt tovabb Iépnénk, fel kell tenni a kérdeést: egyaltalan
kielégithet6 ez a kévetelmény a kiindulo feltételeink mellett? Természetes korldtozds:
ha a valasz nemleges - és ez mar a levezetésnek ezen a pontjan, a folytatastol
fiiggetleniil bizonyithato -, akkor nem mehetiink tovabb. Ezt a matematikai
gyakorlatban be is szokas tartani. (Teljesen bizonyos, hogy ezen elv megsértésével
nem lehetne matematika versenyt nyerni.)

Ez az elv fiiggetlen attdl, hogy "direkt" vagy indirekt bizonyitasrol van-e szd: indirekt
bizonyit4s soran sem szabad nulldval osztani. Direkt bizonyitds soran igaznak
tekintjiik a kiindul6 feltételeket (ezek ekkor azonosak a bizonyitand6 tétel
premisszaival, ezek igazsaga "szent és sérthetetlen" a levezetés soran) és eljutunk a
bizonyitandé konkluzidhoz - itt van vége a bizonyitasnak. Indirekt bizonyitas soran a
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crer

a tobbi mellett ez is szent €s sérthetetlen a levezetés soran mindaddig, amig
abszurdumra nem jutunk - itt van vége az indirekt bizonyitasnak. (Valdjaban még van
ezutan egy 1épés, amiben visszatériink az eredeti tételhez, de ez a mondanivalom
szempontjabol irrelevans.)

Akar direkt, akar indirekt bizonyitasrol van is szo, amig annak nincs vége, addig
pontosan ugyanazok az elvek érvényesek - igy tobbek kozott a fent emlitett
természetes korlatozas is érvényes mindkettore. A cafolat gondolatmenetében
mindezeket az elveket maradéktalanul betartottuk.

Fontos megjegyezni: Noha (1) a Cantor levezetés szempontjabol indirekt feltétel,
ellenben a Tétel 2 szempontjabol ez egy kdzonséges (azaz nem indirekt) feltétel.
Mas szoval: (1) a Tétel 2 egyik premisszaja (1d. még Megjegyzés 7).

Felmeriil a gondolat, hogy - ha mar egyszer a (2) utdn nem folytathat6 a levezetés -
talan elég lenne ezen a (2) ponton kimutatni egy ellentmondast. Ehhez viszont azt
kéne bebizonyitani, hogy ilyen T mégiscsak 1étezik; azaz 1étezik olyan T, mely az (1)
feltétel mellett eleget tesz a (2) kovetelménynek.

Azonban vegyiik észre: a keresett T -re semmi mds tdmpontunk nincs, mint (1) és (2).
Nem akarmilyen T-t keresiink, hanem épp olyat, ami eleget tesz (2) kdvetelménynek
az (1) feltétel fennallasa mellett. Mindkét tdimpontot kihasznaltuk annak bizonyitasara,
hogy ilyen T nem létezik. Ezek utan lehetetlen elképzelni olyan levezetést, mely
ugyanezen két timpont alapjan mégiscsak kimutatja ilyen T 1étezését. Ne feledd: a
keresett T-re semmi mas tampontod nincs, mint (1) és (2)! Vagy van?

Végkovetkeztetés: Cantor hatvanyhalmaz tételének ismert bizonyitasa semmiképp sem teszi
sziikségszertive — csupancsak lehetové — hogy a hatvanyhalmaz szamossaga nagyobb
legyen az alaphalmaz szamossaganal.

Ahogyan azt sem lehet bebizonyitani, hogy (-1)*(-1) = (+1), ugyanugy ezt sem lehet
bizonyitani, hogy a valos szamok halmaza nagyobb a természetes szdmok halmazanal.
Mindkét allitas megallapodas kérdése, bizonyos célok érdekében.

A matematikai objektumok nem valosagos 1étezok, csupancsak egy ember alkotta
virtualis valosag elemei. Ha valaki mindenaron ragaszkodik ahhoz, hogy a valos
szamok halmazat, mint "aktualisan végtelen halmazt", 1étezonek tekintse, €s egyfajta
"darabszamal", azaz szamossaggal akarja azt felruhdzni, akkor természetesen
Osszeallithat egy onkényes (koncepcios) axidmarendszert €s erre felépithet egy
transzfinit halmazelméletet a végesen tali rendszamok mesterséges bevezetésével .....
de minek? (Allitélag Neumann Janos egyszer azt mondta: egy szelet csokoladéért
szivesen megcsinalja a halmazelmélet axiomarendszerét. Lehet, hogy valaki adott neki
egy szelet csokit?)

Felhivas: Ha ugy gondolod, hogy Cantor tétel mégiscsak sziikségképpen igaz, s a valds
szdmok halmaza sziikségszeriien - nemcsak lehetdség szerint - nagyobb szdmossagu,
mint a természetes szamoké, akkor keresd meg a hibat a cafolat gondolatmenetében!

Ehhez, kérlek, vedd figyelembe a kovetkezOket. Ha egy matematikai gondolatmenet
minden lépése hibatlan, akkor hibatlan a gondolatmenet. Ha be akarod bizonyitani,
hogy a gondolatmenet hibas, ahhoz - indoklassal egybekotve - ra kell mutatnod
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legalabb egy konkrét Iépésre, ami szerinted hibas. A konkrétumot mell6z6, sommas
vélemény-nyilvanitds semmire nem vezet.

Ja, és még valamit: vedd konnyedén, ez talan csak egy beugrato jaték. (De ettdl még komoly..
Kérem a tabla csokit!)

Kapcsolodo linkek (2008.11.08-1 allapot szerint ezek 1étezo linkek)

Tulajdonsag: http://en.wikipedia.org/wiki/Property (philosophy)

Relécio: http://en.wikipedia.org/wiki/Unary_relation
http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical relation

Részhalmaz axidma: http://en.wikipedia.org/wiki/Subset_axiom

Elsérendii logika (szimbdlum, term, formula):
http://planetmath.org/encyclopedia/Formula.html

Ellenvélemények Cantorral szemben: http://en.wikipedia.org/wiki/Controversy over_ Cantor
%27s_theor
Utobbiban figyelmedbe ajanlom - tobbek kozott - a kdvetkezd szovegrészt:

"No one will drive us from the paradise which Cantor created for us" (Hilbert, 1926).
To which Wittgenstein replied "if one person can see it as a paradise of
mathematicians, why should not another see it as a joke? (Irodalmi hivatkozasok a
nevezett linken.)

* ok %
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